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En todo lo que sigue vamos a considerar espacios vectoriales reales
0 complejos, asi, en la expresién “sea X un espacio vectorial sobre
K” se entendera que K=Ro K=_C.
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Si Ay B son subconjuntos de un espacio vectorial X y I' C K, se
define:

A+B={a+b:acAbeB}; rBB={Ab:Ael beB}

Cuando los conjuntos A= {a} o I' = {A} s6lo tienen un elemento,
escribimos a+B o AB envez de {a} +B o {A}B.

Un subconjunto M C X es un subespacio vectorial o, simplemente,
un subespacio de X siKM+M C M.

Dado un subconjunto A C X, representaremos por Lin(A) el mas
pequefio subespacio vectorial de X que contiene a A, que se llama el
subespacio de X generado por A.

Es claro que Lin(A) es el conjunto de todas las combinaciones
lineales de elementos de A, esto es:

n
Lin(A) = { Z Aak: neN, A eK, ageA (1<k < n)}
K=1
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Se dice que A es un conjunto o sistema de generadores de X, Si
Lin(A) = X.
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combinacion lineal de elementos de A con algun coeficiente no nulo.
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Se dice que A es un conjunto o sistema de generadores de X, Si
Lin(A) = X.

Se dice que A es un conjunto de vectores linealmente
independientes si para todo x €A se verifica que x ¢ Lin(A\{x}),
equivalentemente, el vector 0 no puede expresarse como
combinacion lineal de elementos de A con algun coeficiente no nulo.

Un sistema de generadores de X formado por vectores linealmente
independientes se llama una base algebraica o, simplemente, una
base de X.

Los espacio vectoriales que interesan en Analisis Funcional son
espacios de funciones que, salvo excepciones, no tienen dimensién
finita, es decir, no tienen sistemas finitos de generadores.

La existencia de bases en tales espacios no es evidente y depende
de un resultado conocido como Lema de Zorn gque en este curso
tendra gran importancia.
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Una relacion binaria < en un conjunto A se dice que es una relacién
de orden parcial si para todos a,b,c en A se verifican las
propiedades siguientes.

e Reflexiva. a < a.
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o Reflexiva. a < a.
e Antisimétrica. Sia<byb < a, entonces a=b.
e Transitiva. Sia<byb < c entoncesa=c.

Sea A un conjunto con una relacion de orden parcial <. Un conjunto
no vacio C C A que esta totalmente ordenado, es decir, que para dos
elementos cualesquiera X,y en C se verificaque X <y oy < X, se
dice que es una cadena en A.

Se dice que ac A es un elemento maximal si no hay ningun
elemento en A que sea mayor que a, es decir,sibeAyaxb,
entonces a =b.

Lema de Zorn. Sea A un conjunto parcialmente ordenado en el cual
toda cadena tiene una cota superior, entonces A tiene algun
elemento maximal.
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Proposicion. Si X es un espacio vectorial y S es un subconjunto de

X formado por vectores linealmente independientes, entonces existe
una base de X que contiene a S. En patrticular, todo espacio vectorial
X # {0} tiene una base.
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X formado por vectores linealmente independientes, entonces existe
una base de X que contiene a S. En patrticular, todo espacio vectorial
X # {0} tiene una base.

Se verifica que todas las bases de un espacio vectorial tienen el
mismo numero cardinal, finito o infinito, que se llama la dimension
(algebraica) del espacio.

Las bases algebraicas son poco utiles en Analisis Funcional, entre
otras razones porque, salvo unos pocos casos en que la dimension
es infinita numerable, no se conocen bases.

Ademas, como veremos mas adelante, la mayoria de los espacio
vectoriales de interés en Andlisis Funcional tienen dimension infinita
no numerable.
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i) |Ix+y|l <|Ix||+]ly] paratodos x,yeX.

El par ordenado (X, | ||) se llama un espacio normado .

Cuando solamente se verifican las propiedades ii) y iii) se dice que
I || es una seminorma en X.

Dado un espacio normado, (X, || ||), la aplicacién d: X x X — R
dada por:
d(x,y) = [Ix =yl (x,y €X)

es una distancia en X que se llama distancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico
con la distancia asociada a su norma.
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Como en todo espacio métrico, una sucesion {x,} converge a x € X
si {||xn—x||} = O.
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Como en todo espacio métrico, una sucesion {x,} converge a x € X
si {||xn—x||} = O.

Se dice que {xn} es una sucesion de Cauchy si para todo € >0
existe un mg €N tal que para todos p > mg, g > m¢ se verifica que
[Xp —Xql| < €.

Cuando toda sucesion de Cauchy es convergente se dice que la
norma es completa y que X es un espacio normado completo o
un espacio de Banach .

En todo espacio normado X, dados a€ X y r > 0, representamos por
B(a,r) la bola abierta de centro a y radio r:
B(a,r)={xeX:||x—a|<r}

Un conjunto A C X es abierto en el espacio normado (X, || ||) si para
cada punto x €A hay un nimero ry > 0 tal que B(x,rx) C A.Por
convenio, el conjunto vacio, @, se considera abierto.

Es inmediato comprobar que las bolas abiertas son conjuntos
abiertos y que un conjunto es abierto si, y sélo si, es unién de bolas
abiertas.
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Dados acX y r > 0, representamos por B(a,r) la bola cerrada de
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Dados acX y r > 0, representamos por B(a,r) la bola cerrada de
centro a 'y radio r:

B(a,r)={xeX:|x—a| <r}

Un conjunto se dice que es cerrado cuando su complementario es
abierto.Es facil comprobar que las bolas cerradas son conjuntos
cerrados.

En todo espacio normado X representaremos por By = B(0,1) la
bola cerrada unidad , Ux = B(0,1) la bola abierta unidad y
Sx = {xeX :|x|| =1} la esfera unidad de X.Con ello tenemos que

B(a,r) =a+rUy, B(a,r) =a+rBy

Todo espacio normado se considera siempre como espacio
topoldgico con la topologia definida por la distancia asociada a su
norma. Dicha topologia se llama topologia de la norma.
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Si (X,d) es un espacio métrico y A C X un conjunto no vacio, se dice
que A esti acotado si el conjunto {d(x,y): X,y €A} esta mayorado,
en cuyo caso se define el diametro de A por

diam(A) =sup{d(x,y): x,y €A}
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En el caso particular de que X sea un espacio normado, es facil
comprobar que un conjunto A C X esta acotado si, y solo si, existe
M > 0 tal que ||x|| < M para todo x € A.

Proposicion. Sean ||| y |||-||| dos hormas en un espacio vectorial X,
y sean T y J) || las respectivas topologias. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) Ty STy
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que A esti acotado si el conjunto {d(x,y): X,y €A} esta mayorado,
en cuyo caso se define el diametro de A por
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Representaremos por A la adherencia del conjunto A. Es facil probar
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afirmaciones son equivalentes:

) Ty < Tjy -
b) Existe B > O tal que ||x|| < B|||x||| para todo x € X.
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a) = b). La hipotesis implica que By (0,1) € T)| |, por lo que existe
r >0 tal que Bm M(O,r) C B” ”(0,1).
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a) = b). La hipotesis implica que By (0,1) € T)| |, por lo que existe
r > 0 tal que By (0,r) C By ;(0,1).Por tanto para todo x # 0 se tiene
que

r X H<1:»|x|<2|||x|||
AR <7

r x H‘r<r
2 [||x{] 2

y basta poner 3 =2/r.
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r > 0 tal que By (0,r) C By ;(0,1).Por tanto para todo x # 0 se tiene
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2T~ 2 AR <7

y basta poner 3 =2/r.

b)=a).Sir >0y ||x]]| < % la hipétesis implica que ||x|| <.
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a) = b). La hipotesis implica que By (0,1) € T)| |, por lo que existe
r > 0 tal que By (0,r) C By ;(0,1).Por tanto para todo x # 0 se tiene
que

rx H\r«:» r X H<1:»|x|<2|||x|||
2T~ 2 AR <7

y basta poner 3 =2/r.
b)=a).Sir >0y ||x]]| < % la hipétesis implica que ||x|| < r.Es
decir, By (2, 5) € By (ar).
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a) = b). La hipotesis implica que By (0,1) € T)| |, por lo que existe
r > 0 tal que By (0,r) C By ;(0,1).Por tanto para todo x # 0 se tiene
que

2
1= x| < <llixI

rx rx
sl =5 <= |zmal <
y basta poner 3 =2/r.

b)=a).Sir >0y ||x]]| < % la hipétesis implica que ||x|| < r.Es
decir, By (a,5) C By (a,r).Si A€T| | se tiene que

A=JB(ara)> JByy(a ) >

acA acA
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a) = b). La hipotesis implica que By (0,1) € T)| |, por lo que existe
r > 0 tal que By (0,r) C By ;(0,1).Por tanto para todo x # 0 se tiene
que

2
1= x| < <llixI

LLH‘_< LLH<
2 x|l 2 2|1~
y basta poner 3 =2/r.

b)=a).Sir >0y ||x]]| < % la hipétesis implica que ||x|| < r.Es
decir, By (a,5) C By (a,r).Si A€T| | se tiene que

A=JB(ara)> JByy(a ) >

acA acA

Luego A= U Bm m ) Por tanto AET‘H Il

acA
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Se dice que dos normas || || y ||| |||, en un espacio vectorial X, son
equivalentes cuando definen la misma topologia.
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Se dice que dos normas || || y ||| |||, en un espacio vectorial X, son
equivalentes cuando definen la misma topologia.

Se deduce del anterior resultado que ello es equivalente a que
existan nimeros a > 0y 3 > 0 verificAndose que:

X< allix|ii -y flixlif<Blx| (xeX)

Espacios Normados. Conceptos Basicos



Se dice que dos normas || || y ||| |||, en un espacio vectorial X, son
equivalentes cuando definen la misma topologia.

Se deduce del anterior resultado que ello es equivalente a que
existan nimeros a > 0y 3 > 0 verificAndose que:

X< allix|ii -y flixlif<Blx| (xeX)

Estas dos desigualdades suelen expresarse mediante una sola
desigualdad de la forma

m{x[] < [Ix [l < M| (xeX)

donde se entiende que m >0y M > 0.
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Se dice que dos normas || || y ||| |||, en un espacio vectorial X, son
equivalentes cuando definen la misma topologia.

Se deduce del anterior resultado que ello es equivalente a que
existan nimeros a > 0y 3 > 0 verificAndose que:

X< allix|ii -y flixlif<Blx| (xeX)

Estas dos desigualdades suelen expresarse mediante una sola
desigualdad de la forma

m{x[] < [Ix [l < M| (xeX)

donde se entiende que m >0y M > 0.

Como consecuencia inmediata obtenemos que dos normas
equivalentes dan lugar a los mismos conjuntos acotados y a las
mismas sucesiones de Cauchy y, por supuesto, tienen las mismas
sucesiones convergentes.
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Se dice que dos normas || || y ||| |||, en un espacio vectorial X, son
equivalentes cuando definen la misma topologia.

Se deduce del anterior resultado que ello es equivalente a que
existan nimeros a > 0y 3 > 0 verificAndose que:

X< allix|ii -y flixlif<Blx| (xeX)

Estas dos desigualdades suelen expresarse mediante una sola
desigualdad de la forma

m{x[] < [Ix [l < M| (xeX)

donde se entiende que m >0y M > 0.

Como consecuencia inmediata obtenemos que dos normas
equivalentes dan lugar a los mismos conjuntos acotados y a las
mismas sucesiones de Cauchy y, por supuesto, tienen las mismas
sucesiones convergentes.Por tanto, cualquier norma equivalente a
una norma completa también es completa
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Dados (X,] . |l1) e (Y,]| - ||2) espacios normados sobre K, en el
espacio vectorial producto X x Y se define una norma por

10¢Y)I = max{[x ]|, Iy ll2}
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Dados (X,] . |l1) e (Y,]| - ||2) espacios normados sobre K, en el
espacio vectorial producto X x Y se define una norma por

10¢Y)I = max{[x ]|, Iy ll2}

Observa que By .y ((a,b),r) =Bx(a,r) x By (b,r), por lo que la
topologia de dicha norma es la topologia producto en X x Y.
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Dados (X,] . |l1) e (Y,]| - ||2) espacios normados sobre K, en el
espacio vectorial producto X x Y se define una norma por

Observa que By .y ((a,b),r) =Bx(a,r) x By (b,r), por lo que la
topologia de dicha norma es la topologia producto en X x Y.

Oyl = max{lix|la, Iy ll2}

En particular, definiendo:

1Y = max{[Ix[L Iyl (Gy)eX xX
1A = max{AL ][} (A,x)eKxX
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Dados (X,] . |l1) e (Y,]| - ||2) espacios normados sobre K, en el
espacio vectorial producto X x Y se define una norma por

Observa que By .y ((a,b),r) =Bx(a,r) x By (b,r), por lo que la
topologia de dicha norma es la topologia producto en X x Y.

Oyl = max{lix|la, Iy ll2}

En particular, definiendo:

1Y = max{[Ix[L Iyl (Gy)eX xX
1A = max{AL ][} (A,x)eKxX

Tenemos normas en X x X y en K x X que definen las respectivas
topologias producto.
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Es claro que:

{Xn} =X
{(XnaYn)}_)(Xay)<:> { {yn}—>y
{An} = A
{()‘naxn)}_)()‘vx)@ { {Xn}—>x
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Es claro que:

{Xn} =X
{(XnaYn)}_)(Xay)<:> { {yn}—>y
{An} = A
{()‘naxn)}_)()‘vx)@ { {Xn}—>x

De donde se sigue facilmente que:

{(xn,yn)} = (x.y) = {Xn+Yn} = x+y
(X)) = (A,X) = {Ankn} — AX
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Es claro que:
{Xn} =X
{yn} =y

{An} = A
{Xn} = x

{(Xn,yn)} = (X,y) <= {
{(An,Xn)} = (A,X) <= {

De donde se sigue facilmente que:

{(xn,yn)} = (x.y) = {Xn+Yn} = x+y
(X)) = (A,X) = {Ankn} — AX

Es decir, en todo espacio normado, X, la aplicacién suma,

(x,y) = x+y,de X x X en X, y la aplicacion producto por escalares,
(A,x) = Ax, de K x X en X, son continuas considerando en cada
caso la respectiva topologia producto.
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Es claro que:
{Xn} =X
{yn} =y

{An} = A
{Xn} = x

{(Xn,yn)} = (X,y) <= {
{(An,Xn)} = (A,X) <= {

De donde se sigue facilmente que:

{(xn,yn)} = (x.y) = {Xn+Yn} = x+y
(X)) = (A,X) = {Ankn} — AX

Es decir, en todo espacio normado, X, la aplicacién suma,

(x,y) = x+y,de X x X en X, y la aplicacion producto por escalares,
(A,x) = Ax, de K x X en X, son continuas considerando en cada
caso la respectiva topologia producto.

En consecuencia, las traslaciones, x — a+ X, y las homotecias,
X — AX, (A # 0) son homeomorfismos de X.
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Consecuencia importante de la continuidad de la sumay del producto
por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio

normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X.
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Consecuencia importante de la continuidad de la sumay del producto
por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio
normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X. Pues si x,y €M, hay sucesiones tales que {x,} =Xy {yn} =V
con Xp,Yn €M.
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Consecuencia importante de la continuidad de la sumay del producto
por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio
normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X. Pues si x,y €M, hay sucesiones tales que {x,} =Xy {yn} =V
€oN Xn,Yn €M.Si A €K tenemos que {Axn+Yn} — AX +Yy. Como
AXn+Yn €M por ser M un subespacio, deducimos que Ax +y e M.
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Consecuencia importante de la continuidad de la sumay del producto
por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio
normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X. Pues si x,y €M, hay sucesiones tales que {x,} =Xy {yn} =V
€oN Xn,Yn €M.Si A €K tenemos que {Axn+Yn} — AX +Yy. Como
AXn+Yn €M por ser M un subespacio, deducimos que Ax +y e M.

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio normado X,
representaremos por Lin(A) el mas pequefio subespacio cerrado de
X que contiene a A. Es claro que Lin(A) = Lin(A).
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Si A es un subconjunto no vacio de un espacio normado X,
representaremos por Lin(A) el mas pequefio subespacio cerrado de
X que contiene a A. Es claro que Lin(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorial M de un espacio normado X se considera
como espacio normado con la restriccién a M de la norma de X.
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representaremos por Lin(A) el mas pequefio subespacio cerrado de
X que contiene a A. Es claro que Lin(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorial M de un espacio normado X se considera
como espacio normado con la restricciéon a M de la norma de X.Si M
es completo entonces es cerrado en X.
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por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio
normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X. Pues si x,y €M, hay sucesiones tales que {x,} =Xy {yn} =V
€oN Xn,Yn €M.Si A €K tenemos que {Axn+Yn} — AX +Yy. Como
AXn+Yn €M por ser M un subespacio, deducimos que Ax +y e M.

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio normado X,
representaremos por Lin(A) el mas pequefio subespacio cerrado de
X que contiene a A. Es claro que Lin(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorial M de un espacio normado X se considera
como espacio normado con la restricciéon a M de la norma de X.Si M
es completo entonces es cerrado en X.

Si el espacio normado X es de Banach, todo subespacio vectorial
cerrado de X también es de Banach.
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Consecuencia importante de la continuidad de la sumay del producto
por escalares, es que si M es un subespacio vectorial de un espacio
normado X su adherencia M también es un subespacio vectorial de
X. Pues si x,y €M, hay sucesiones tales que {x,} =Xy {yn} =V
€oN Xn,Yn €M.Si A €K tenemos que {Axn+Yn} — AX +Yy. Como
AXn+Yn €M por ser M un subespacio, deducimos que Ax +y e M.

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio normado X,
representaremos por Lin(A) el mas pequefio subespacio cerrado de
X que contiene a A. Es claro que Lin(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorial M de un espacio normado X se considera
como espacio normado con la restricciéon a M de la norma de X.Si M
es completo entonces es cerrado en X.

Si el espacio normado X es de Banach, todo subespacio vectorial
cerrado de X también es de Banach.

Un resultado, que demostraremos mas adelante, es que todo
espacio normado X puede verse como subespacio denso de un
espacio de Banach, X, su completacion .
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El segmento que une dos puntos x,y de un espacio normado X es el
conjunto
Xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}
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El segmento que une dos puntos x,y de un espacio normado X es el
conjunto
Xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}

Se dice que un conjunto C C X es convexo si contiene el segmento
gue une dos cualesquiera de sus puntos.
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El segmento que une dos puntos x,y de un espacio normado X es el
conjunto
Xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}

Se dice que un conjunto C C X es convexo si contiene el segmento

gue une dos cualesquiera de sus puntos.La envolvente convexa de
un conjunto no vacio A C X se define como el mas pequefio conjunto
convexo que contiene a A 'y se representa por co(A).
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El segmento que une dos puntos x,y de un espacio normado X es el
conjunto
Xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}

Se dice que un conjunto C C X es convexo si contiene el segmento
gue une dos cualesquiera de sus puntos.La envolvente convexa de
un conjunto no vacio A C X se define como el mas pequefio conjunto
convexo que contiene a A 'y se representa por co(A).Se define la
envolvente convexo cerrada de A como el mas pequefio conjunto
convexo y cerrado gue contiene a A y se representa por To(A).
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El segmento que une dos puntos x,y de un espacio normado X es el
conjunto
Xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}

Se dice que un conjunto C C X es convexo si contiene el segmento
gue une dos cualesquiera de sus puntos.La envolvente convexa de
un conjunto no vacio A C X se define como el mas pequefio conjunto
convexo que contiene a A 'y se representa por co(A).Se define la
envolvente convexo cerrada de A como el mas pequefio conjunto
convexo y cerrado gue contiene a A y se representa por To(A).

En la siguiente proposicion se recogen algunos resultados que seran
de uso frecuente en todo este curso.
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}

Se verifica que:
0 ‘diSt(XvA)_diSt(Y7A)‘ < ”X _YH
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}

Se verifica que:
0 ‘diSt(XvA)_diSt(Y7A)‘ < ”X _YH
@ dist(x,A) = dist(x,A), y Xx €A si, y solo si, dist(x,A) = 0.
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}

Se verifica que:
0 ‘diSt(XvA) _diSt(Y7A)‘ < ”X _YH
@ dist(x,A) = dist(x,A), y Xx €A si, y solo si, dist(x,A) = 0.
@ dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A), y
dist(X +y,A+ B) < dist(x,A) +dist(y,B). En particular, si A es un
subespacio vectorial de X la aplicacion x — dist(x,A) es una
seminorma en X.
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}

Se verifica que:
0 ‘diSt(XvA) _diSt(Y7A)‘ < ”X _YH
@ dist(x,A) = dist(x,A), y Xx €A si, y solo si, dist(x,A) = 0.
@ dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A), y
dist(X +y,A+ B) < dist(x,A) +dist(y,B). En particular, si A es un
subespacio vectorial de X la aplicacion x — dist(x,A) es una
seminorma en X.

© Si M es un subespacio vectorial de X y z —x €M entonces
dist(x,M) = dist(z,M)
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Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio normado X.
Para todo x € X se define

dist(x,A) =inf{||x —al|| : a€A}

Se verifica que:

0 ‘diSt(XvA) _diSt(Y7A)‘ < ”X _YH

@ dist(x,A) = dist(x,A), y Xx €A si, y solo si, dist(x,A) = 0.

@ dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A), y
dist(X +y,A+ B) < dist(x,A) +dist(y,B). En particular, si A es un
subespacio vectorial de X la aplicacion x — dist(x,A) es una
seminorma en X.

© Si M es un subespacio vectorial de X y z —x €M entonces
dist(x,M) = dist(z,M)

© Si M es un subespacio vectorial cerrado de X, definiendo

X +M]|| = dist(x,M) se obtiene una norma en el espacio vectorial
cociente X /M.
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Demostracion . 1) Para todo a€ A tenemos que

dist(x,A) < |[x —a] < [[x —y/| + [ly —al, por o que,

dist(x,A) — [x —y| < |ly —a]|, lo que, por la definicién de extremo
inferior, implica que dist(x,A) — ||x —y|| < dist(y,A), 0 sea,
dist(x,A) —dist(y,A) < ||x —y||. Intercambiando ahora x e y
obtenemos |dist(x,A) — dist(y,A)| < [[x =Y.
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Demostracion . 1) Para todo a€ A tenemos que

dist(x,A) < |[x —a] < [[x —y/| + [ly —al, por o que,

dist(x,A) — [x —y| < |ly —a]|, lo que, por la definicién de extremo
inferior, implica que dist(x,A) — ||x —y|| < dist(y,A), 0 sea,
dist(x,A) —dist(y,A) < ||x —y||. Intercambiando ahora x e y
obtenemos |dist(x,A) — dist(y,A)| < [[x =Y.

2) Si acA se tiene que a = lim{an} con a, €A, por lo que

X —al| = lim||x —an]| > dist(x,A). Como esto es cierto para todo
acA, deducimos que dist(x,A) > dist(x,A), pero la desigualdad
contraria es evidente ya que A C A, luego dist(x,A) = dist(x,A).
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Demostracion . 1) Para todo a€ A tenemos que

dist(x,A) < |[x —a] < [[x —y/| + [ly —al, por o que,

dist(x,A) — [x —y| < |ly —a]|, lo que, por la definicién de extremo
inferior, implica que dist(x,A) — ||x —y|| < dist(y,A), 0 sea,
dist(x,A) —dist(y,A) < ||x —y||. Intercambiando ahora x e y
obtenemos |dist(x,A) — dist(y,A)| < [[x =Y.

2) Si acA se tiene que a = lim{an} con a, €A, por lo que

X —al| = lim||x —an]| > dist(x,A). Como esto es cierto para todo
acA, deducimos que dist(x,A) > dist(x,A), pero la desigualdad
contraria es evidente ya que A C A, luego dist(x,A) = dist(x,A).

XEA<=Ve>0 B(X,&)NA#£D <= Ve >0 dist(x,A) < € <= dist(x,A) =0
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene
|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene

|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).Esta misma
desigualdad, cambiando A por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice
que pydist(Ax,AA) < dist(x, A), esto es,

dist(AX,AA) < |A|dist(x,A).
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene

|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).Esta misma
desigualdad, cambiando A por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice
que pydist(Ax,AA) < dist(x, A), esto es,

dist(Ax,AA) < |A|dist(x,A).Por tanto dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A).
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene

|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).Esta misma
desigualdad, cambiando A por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice
que pydist(Ax,AA) < dist(x, A), esto es,

dist(Ax,AA) < |A|dist(x,A).Por tanto dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A).

Por otra parte,

dist(x +y.A+B) < [x+y — (a+b)| < [x—a| + |y - b|, y basta
tomar infimos en a€ Ay en b €B para obtener que

dist(x +y,A+B) < dist(x,A) + dist(y, B).
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene

|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).Esta misma
desigualdad, cambiando A por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice
que pydist(Ax,AA) < dist(x, A), esto es,

dist(Ax,AA) < |A|dist(x,A).Por tanto dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A).

Por otra parte,

dist(x +y.A+B) < [x+y — (a+b)| < [x—a| + |y - b|, y basta
tomar infimos en a€ Ay en b €B para obtener que

dist(x +y,A+B) < dist(x,A) + dist(y, B).

4) Si M es un subespacio vectorial, y z —x €M la aplicacion
m — m+ (X — z) es una biyecciéon de M sobre M por lo que
{IIx=m|l:meM} ={[Ix —(m+(x —2))[|:meM} =
{|lz=m]|:meM}.
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3) Sea A # 0. Para todo a€A se tiene

|A]dist(x,A) <|A|||x —a|| = ||Ax — Aa]|, lo que, por la definicion de
extremo inferior, implica que |A |dist(x,A) < dist(Ax,AA).Esta misma
desigualdad, cambiando A por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice
que pydist(Ax,AA) < dist(x, A), esto es,

dist(Ax,AA) < |A|dist(x,A).Por tanto dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A).

Por otra parte,

dist(x +y.A+B) < [x+y — (a+b)| < [x—a| + |y - b|, y basta
tomar infimos en a€ Ay en b €B para obtener que

dist(x +y,A+B) < dist(x,A) + dist(y, B).

4) Si M es un subespacio vectorial, y z —x €M la aplicacion
m — m+ (X — z) es una biyecciéon de M sobre M por lo que
{IIx=m|l:meM} ={[Ix —(m+(x —2))[|:meM} =
{|lz=m]|:meM}.

5) Es consecuencia directa de lo ya visto.
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El siguiente es un importante criterio de complitud para espacios
métricos que, como es natural, se aplica también para espacios
normados.
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El siguiente es un importante criterio de complitud para espacios
métricos que, como es natural, se aplica también para espacios
normados.

Criterio de complitud de Cantor.  Un espacio métrico (X,d) es
completo si, y sélo si, para toda sucesién {F,} de conjuntos cerrados
no vacios de X tales que F,,; C F paratodoneN, y

lim{diam(Fn)} = 0, se verifica que (] Fn # @.

neN
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El siguiente es un importante criterio de complitud para espacios
métricos que, como es natural, se aplica también para espacios
normados.

Criterio de complitud de Cantor.  Un espacio métrico (X,d) es
completo si, y sélo si, para toda sucesién {F,} de conjuntos cerrados
no vacios de X tales que F,,; C F paratodoneN, y

lim{diam(Fn)} = 0, se verifica que (] Fn # @.

neN

Espacios Normados. Conceptos Basicos



Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = xeX.
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Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = x €X.Como para cada k €N la sucesion parcial {Xn« ey
converge a x y todos sus términos estan en Fy que es cerrado,
deducimos que x € Fy, luego x € ﬂ Fn y, por tanto, ﬂ Fn # 3.

neN neN
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Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = x €X.Como para cada k €N la sucesion parcial {Xn« ey
converge a x y todos sus términos estan en Fy que es cerrado,
deducimos que x € Fy, luego x € ﬂ Fn y, por tanto, ﬂ Fn # 3.

neN neN

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicion del
enunciado y sea {x,} una sucesion de Cauchy.
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Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = x €X.Como para cada k €N la sucesion parcial {Xn« ey
converge a x y todos sus términos estan en Fy que es cerrado,
deducimos que x € Fy, luego x € ﬂ Fn y, por tanto, ﬂ Fn # 3.

neN neN

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicion del
enunciado y sea {Xn} una sucesién de Cauchy.Para cada neN
definimos Fn = {Xx : k > n}.
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Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = x €X.Como para cada k €N la sucesion parcial {Xn« ey
converge a x y todos sus términos estan en Fy que es cerrado,
deducimos que x € Fy, luego x € ﬂ Fn y, por tanto, ﬂ Fn # 3.

neN neN

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicion del
enunciado y sea {Xn} una sucesién de Cauchy.Para cada neN
definimos Fn = {X : k > n}.La sucesion {F,} asi definida cumple las
condiciones del enunciado ya que es una sucesion decreciente de
cerrados no vacios y diam(F,) — 0 por ser la sucesion de

Cauchy.
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Demostracion . Supongamos que X sea completo y sea {Fn} como
en el enunciado del teorema. Para cada neN sea x, € Fy. Para todos
p >n, g > n, se tiene que d(Xp,Xq) < diam(Fy), lo que implica que
{Xn} s una sucesion de Cauchy, y, por ser X completo, se tiene que
{Xn} = x €X.Como para cada k €N la sucesion parcial {Xn« ey
converge a x y todos sus términos estan en Fy que es cerrado,
deducimos que x € Fy, luego x € ﬂ Fn y, por tanto, ﬂ Fn # 3.

neN neN

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicion del
enunciado y sea {Xn} una sucesién de Cauchy.Para cada neN
definimos Fn = {xk : k > n}.La sucesion {F,} asi definida cumple las
condiciones del enunciado ya que es una sucesion decreciente de
cerrados no vacios y diam(F,) — 0 por ser la sucesion de
Cauchy.Luego existe un x € (| Fn. Puesto que d(xn,x) < diam(Fn)

) neN
concluimos que {xp} — X.
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Series en un espacio hormado

Sea (X, ||.||) un espacio normado. Dada una sucesién {a,} de elementos de
n
X podemos formar otra sucesion { z ay gue se obtiene sumando
K=1

neN
consecutivamente los términos de {an}.
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Series en un espacio hormado

Sea (X, ||.||) un espacio normado. Dada una sucesién {a,} de elementos de

n
X podemos formar otra sucesion z ay gue se obtiene sumando
K=1

= neN
consecutivamente los términos de {a, }.Dicha sucesion se representa por

Z an y se llama serie de término general a,.
n>1

Espacios Normados. Conceptos Basicos



Series en un espacio hormado

Sea (X, ||.||) un espacio normado. Dada una sucesién {a,} de elementos de

n
X podemos formar otra sucesion z ay gue se obtiene sumando
. 7 . k:1 . neN .z
consecutivamente los términos de {a, }.Dicha sucesion se representa por

Z an y se llama serie de término general a,.Concretamente, Z an, es la

n>1 n>1
n

aplicacion de N en X dada por n+— z ay paratodoneN.
K=1
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Series en un espacio hormado

Sea (X, ||.||) un espacio normado. Dada una sucesién {a,} de elementos de
n
X podemos formar otra sucesion z ay gue se obtiene sumando
. L. k=1 J neN .
consecutivamente los términos de {a, }.Dicha sucesion se representa por
Z an y se llama serie de término general a,.Concretamente, Z an, es la

n>1 n>1
n

aplicacion de N en X dada por n+— z ay paratodoneN.
K=1

Las series son sucesiones por lo que es innecesario especificar lo que
significa que una serie es convergente.
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Series en un espacio hormado

Sea (X, ||.||) un espacio normado. Dada una sucesién {a,} de elementos de
n
X podemos formar otra sucesion z ay gue se obtiene sumando
. L. k=1 J neN .
consecutivamente los términos de {a, }.Dicha sucesion se representa por
an y se llama serie de término general a,.Concretamente, Z an, es la

n>1 n>1
n

aplicacion de N en X dada por n+— z ay paratodoneN.
K=1

Las series son sucesiones por lo que es innecesario especificar lo que
significa que una serie es convergente.El limite de una serie convergente
0o

Z anp Se representa por Z anp y se llama suma de la serie.
n>1 n=1
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Cuando la serie z ag(n) converge para cualquier permutacion o del
n>1
conjunto de los numeros naturales, decimos que la serie Z an es
n>1
incondicionalmente o0 conmutativamente convergente
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Cuando la serie z ag(n) converge para cualquier permutacion o del
n>1
conjunto de los numeros naturales, decimos que la serie Z an es
n>1
incondicionalmente o0 conmutativamente convergente .Se puede
[ee]

demostrar que, en tal caso, la suma z ag(n) €s la misma cualquiera

n=1
sea la permutacién o.

Espacios Normados. Conceptos Basicos



Cuando la serie z ag(n) converge para cualquier permutacion o del
n>1
conjunto de los numeros naturales, decimos que la serie Z an es
n>1
incondicionalmente o0 conmutativamente convergente .Se puede
[ee]

demostrar que, en tal caso, la suma z ag(n) €s la misma cualquiera
n=1
sea la permutacién o.

Decimos que la serie z an es absolutamente convergente cuando
n>1
la serie numérica z |lan]| es convergente.
n>1
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Cuando la serie z ag(n) converge para cualquier permutacion o del
n>1
conjunto de los numeros naturales, decimos que la serie Z an es
n>1
incondicionalmente o0 conmutativamente convergente .Se puede
[ee]

demostrar que, en tal caso, la suma z ag(n) €s la misma cualquiera
n=1
sea la permutacién o.

Decimos que la serie z an es absolutamente convergente cuando
n>1
la serie numérica z |lan]| es convergente.
n>1

El siguiente resultado tiene interés por si mismo.
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Proposicion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en un espacio
normado X. Entonces existe una sucesion parcial {xg(k)} ={yk} que

o 1
verifica que ||yk,1 — Ykl < oK para todo k €N.
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Proposicion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en un espacio
normado X. Entonces existe una sucesion parcial {xg(k)} ={yk} que

o 1
verifica que ||yk,1 — Ykl < oK para todo k €N.

Demostracion . Para cada k €N sea

1
A = {neN: [IXp —Xq| < o paratodos p > n,q > n}
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Proposicion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en un espacio
normado X. Entonces existe una sucesion parcial {xg(k)} ={yk} que

o 1
verifica que ||yk,1 — Ykl < oK para todo k €N.

Demostracion . Para cada k €N sea
1
Ay =neN:|xp—Xq| < o paratodos p > n,q >n

Se verifica que Ax # @, A1 C Ag, Y Si n€Ay entonces para todo
m > n también es meAy.
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Proposicion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en un espacio
normado X. Entonces existe una sucesion parcial {xg(k)} ={yk} que

o 1
verifica que ||yk,1 — Ykl < oK para todo k €N.

Demostracion . Para cada k €N sea
1
Ay =neN:|xp—Xq| < o paratodos p > n,q >n

Se verifica que Ax # @, A1 C Ag, Y Si n€Ay entonces para todo
m > n también es m € A .Por tanto los conjuntos Ay son infinitos.
Definimos 0 : N — N por

o(1) =min(A;), o(k+1)=min{neA 1:n>0c(Kk)}
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Proposicion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en un espacio
normado X. Entonces existe una sucesion parcial {xg(k)} ={yk} que

o 1
verifica que ||yk,1 — Ykl < oK para todo k €N.

Demostracion . Para cada k €N sea
1
Ay =neN:|xp—Xq| < o paratodos p > n,q >n

Se verifica que Ax # @, A1 C Ag, Y Si n€Ay entonces para todo
m > n también es m € A .Por tanto los conjuntos Ay son infinitos.
Definimos 0 : N — N por

o(1) =min(A;), o(k+1)=min{neA 1:n>0c(Kk)}
Con ello o es estrictamente creciente y poniendo yx = Xg (k) Se tiene

1
que [|yk+1— Ykl < X
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Con cierta frecuencia se usa el siguiente criterio de complitud.

Proposicion. Un espacio normado, X, es un espacio de Banach si, y sélo si,
toda serie absolutamente convergente es convergente.
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Con cierta frecuencia se usa el siguiente criterio de complitud.

Proposicion. Un espacio normado, X, es un espacio de Banach si, y sélo si,
toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion . Si X es un espacio de Banachy 5,1 Xy €s una serie
absolutamente convergente, entonces de la desigualdad

m

> x

k=n

m

< S Il

k=n

se deduce que la serie -1 Xn cumple la condicion de Cauchy y, por tanto,
es convergente.
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Con cierta frecuencia se usa el siguiente criterio de complitud.

Proposicion. Un espacio normado, X, es un espacio de Banach si, y sélo si,
toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion . Si X es un espacio de Banachy 5,1 Xy €s una serie
absolutamente convergente, entonces de la desigualdad

m

> x

k=n

m

< S Il

k=n

se deduce que la serie -1 Xn cumple la condicion de Cauchy y, por tanto,
es convergente.

Reciprocamente, si toda serie absolutamente convergente es convergente,
entonces si {xn} es una sucesion de Cauchy, sabemos, por la proposicion
anterior, que hay una sucesion parcial {xa(n)} tal que la serie

z [Xg(n+1) — Xa(n) |l €S convergente, por lo que también sera convergente la

n>1
serie

n

2 (Xonin) ~Xom) =3 3 (Xetsn) ~Xo(m) [ = {Xomin) %o}
n=

es decir, la sucesion parcial {X,(,)} s convergente, pero entonces {xn }
también es convergente.
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Puesto que una serie convergente de términos positivos es siempre
incondicionalmente convergente, deducimos que, en cualquier
espacio de Banach, toda serie absolutamente convergente es, de
hecho, incondicionalmente convergente.
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Puesto que una serie convergente de términos positivos es siempre
incondicionalmente convergente, deducimos que, en cualquier
espacio de Banach, toda serie absolutamente convergente es, de
hecho, incondicionalmente convergente.

Asi pues, siempre en un espacio de Banach, la relacion entre los
distintos tipos de convergencia es la siguiente:

convergencia absoluta = convergencia incondicional —- convergencia
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Puesto que una serie convergente de términos positivos es siempre
incondicionalmente convergente, deducimos que, en cualquier
espacio de Banach, toda serie absolutamente convergente es, de
hecho, incondicionalmente convergente.

Asi pues, siempre en un espacio de Banach, la relacion entre los
distintos tipos de convergencia es la siguiente:

convergencia absoluta = convergencia incondicional —- convergencia

Sabemos que en K la convergencia incondicional equivale a la
absoluta. Enseguida veremos ejemplos de series incondicionalmente
convergentes en espacios de Banach, que no son absolutamente
convergentes.
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